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ПРЕДЕЛЬНОЕ РАВНОВЕСИЕ КРУГЛОГО ВАЛА С ВЫКРУЖКОЙ 
 
 
В данной работе решена задача пластического кручения круглого вала с 
выкружкой. Цель данного расчета – определить предельный скручивающий момент 
для вала, выполненного из пластичного материала, допускающего идеализацию по 
Прандтлю. 
Круглые шпонки применяются на некоторых узлах металлургического 
оборудования, содержащих вал с выкружкой и соответствующую муфту. Такие 
детали могут быть соединены по прессовой посадке, а круглая шпонка (бонка) 
выполняет страховочную функцию. При этом величина предельного крутящего 
момента не определяется, хотя известна, по крайней мере, одна работа [1], где этот 
вопрос рассматривается. 
Данная работа основана на применении аналогии рассматриваемой задачи с 
фигурой равного ската, однако способ вычисления объема фигуры равного ската 
предложен новый [2, 3]. Этот способ обладает как простотой, так и 
универсальностью, и может применяться как точный чисто теоретический, и как 
приближенный, основанный на системе измерений.  
Поперечное сечение рассматриваемого вала представлено на рис.1. Данное 
сечение задано параметрами ; ;R r e . Расчет выполнен аналогично расчету для трефа 
на «лысках», представленному в работе [4].  
В системе координат 1xO y  записываем два уравнения: 
1) уравнение окружности радиуса  R z  с центром в т. 1O   
 
 22 2x y R z        (1) 
 
2) уравнение окружности радиуса  r z  с центром в т. 2O  
 
   2 22x R y r z        (2) 
 
Решая их совместно, получим  
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Теперь запишем значения углов  и  : 
 





r r z R R zx
R z R R z

      
 
   
  (4) 





r r z R R z
R z
Ry
r z r z






Вычислим длину произвольной горизонтали  zL  (рис.2): 
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zW L zdz  ,     (7) 
 
Представим W  в виде 1 2W W W  , где     (8) 
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Результаты вычислений данных интегралов представлены в табл.1. 
 
Таблица 1 – Промежуточные результаты вычислений 
e  
1W  2W  
0,1R  31,896R  30,1664R  
0, 2R  31,776R  30, 2188R  
0,3R  31,655R  30, 2452R  
0, 4R  31,53R  30, 2552R  
0,5R  31, 401R  30, 2533R  
0,6R  31, 268R  30, 2428R  
0,7R  31,133R  30, 2257R  
0,8R  30,999R  30, 2041R  
0,9R  30,8663R  30,1795R  
R  30,7373R  30,1533R  
 

































Таблица 2 – Результаты вычислений 
e  W (по методике [4]) W (по методике [1]) 
0,1R  32,0453R  32,0624R  
0, 2R  31,9764R  31,9948R  
0,3R  31,9533R  31,9002R  
0, 4R  31,8355R  31,7852R  
0,5R  31,694R  31,6543R  
0,6R  31,541R  31,5108R  
0,7R  31,3792R  31,3587R  
0,8R  31, 2139R  31, 2031R  
0,9R  31,0491R  31,0458R  
R  30,880R  30,8906R  
 
Окончательный результат по рассматриваемому валу представлен на графике (рис.3). 
Результаты упомянутых двух расчетов практически совпадают (основные 
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